Maatriks

5. detsember 2007.a.
14:29

Definitsioon 1.1. Maatriksiks nimetatakse umarsulgudesse paigutatud
reaalarvude tabelit, milles on eristatavad read ja veerud.

Definitsioon 1.2. Maatriksit, milles on m rida ja n veergu, nimetatakse
tapsemalt (m, n)-maatriksiks. Arvupaari (m, n) nimetatakse selle
maatriksi mootmeteks.

Definitsioon 1.3. Reaalarve, milledest maatriks koosneb, nimetatakse
maatriksi elementideks.

Maatrikseid tahistatakse tavaliselt suurte ladina tahtedega: A, B, .. .,
XY, Z

Maatriksite elemente tahistatakse vastavate vaikeste ladina tahtedega,
mis voivad olla varustatud ka indeksitega: a. b, c1. Xmn.

Definitsioon 1.4. Koigi (koikvoimalike mootmetega) maatriksite hulka
tahistame edaspidi Mat abil ning koigi (m, n)-maatriksite hulka
tahistame edaspidi Mat(m, n) abil.

Definitsioon 1.5. Maatriksit, mille ridade arv on vordne veergude arvuga,
s.t. m = n, nimetatakse ruutmaatriksiks. Maatriksit, mille ridade arv
erineb veergude arvust, s.t. m # n, nimetatakse ristkulikmaatriksiks.
Ruutmaatriksit mootmetega (n, n) nimetatakse ka n-jarku maatriksiks.

Definitsioon 1.6. Ruutmaatriksit

1 0 0 ... O
0 1 0 0
E = 0 0 1 0
0O 0 0 ... 1

nimetatakse uhikmaatriksiks.

Definitsioon 1.7. Me nimetame (m, n)-maatriksit nullmaatriksiks, kui
selle maatriksi koik elemendid on nullid. Nullmaatriksi tahiseks on ©.

Definitsioon 1.8. Me nimetame maatriksit A vordseks maatriksiga B,

kui neil maatriksitel on samad mootmed ning uhesugustel kohtadel on
vordsed elemendid. Maatriksite A ja B vordsust tahistame A = B.
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Definitsioon 1.9. Maatriksi A vastandmaatriksiks nimetatakse
maatriksit, mille elementideks on maatriksi A elementide vastandarvud.
Maatriksi A vastandmaatriksi tahiseks on —A.

Definitsioon 1.10. Maatriksi A transponeeritud maatriksiks nimetatakse
maatriksit, mis saadakse maatriksi A ridade ja veergude aravahetamisel.
Maatriksi A transponeeritud maatriksi tihiseks on AT

Definitsioon 1.11. Maatriksit A nimetatakse simmeetriliseks, kui
AT = A ning kaldsiimmeetriliseks, kui AT = —A.

Definitsioon 1.12. Mistahes kahe (m, n)-maatriksi

a1 A2 ... 3n b1n b2 ... b1,
3 3 ... a . L

A 01 822 2 | .= bor b ban
dml dm2 ... dmn LE:'ml me fee IE]'rr:rﬂ

korral nimetatakse nende summaks (m, n)-maatriksit, mida tahistatakse
A+ B abil ja defineeritakse valemiga

ain +bi1 a2 +bi2 ... a1+ b
A+ B = a1+ b1 a4+ b ... a2, + b
Iml T+ IE]'ml Im2 + me < Imn T bmn

Maatrikiste litmise omadused:

Omadus 1.1. Maatriksite liitmine on assotsiatiivne, s.t. mistahes
X,Y,Z € Mat(m, n) korral kehtib (X +Y)+Z =X+ (Y + 2Z).

Omadus 1.2. Iga X € Mat(m, n) ning nullmaatriksi © € Mat(m, n)
korral kehtivad X +©@ = X, 0 + X = X.

Omadus 1.3. Iga X € Mat(m, n) ning tema vastandmaatriksi
—X € Mat(m, n) korral kehtivad X + (—X) =0,(—X)+ X =0©.

Omadus 1.4. Maatriksite liitmine on kommutatiivne, s.t. mist;ahesl 5
X.,Y € Mat(m, n) korral kehtib X + Y =Y + X. ¢pSaul R

Definitsioon 1.13. Maatriksite X, Y € Mat(m, n) vaheks nimetatakse
(m, n)-maatriksit X — Y =X + (=Y.
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Definitsioon 1.14. Reaalarvu A ja mistahes mootmetega maatriksi A
korrutiseks nimetatakse maatriksit, mille elemendid saadakse maatriksi
A vastavate elementide labikorrutamisel arvuga A. Arvu A ja maatriksi
A korrutise tahiseks on AA.

Maatriksi reaalarvuga korrutamise omadused:

Omadus 1.5, 1X = X,

Omadus 1.6. (—1)X = —X.

Omadus 1.7. 0X = 6.

Omadus 1.8. A8 = 6.

Omadus 1.9. (A)X =A(uX). ¢ pSadl R
Omadus 1.10. AM(X +Y)=AX + Y.
Omadus 1.11. (A4 p)X = AX + pX.

Omadus 1.12. A(X =Y )= AX — Y.
Omadus 1.13. (A —p)X = AX — pX.

Definitsioon 1.15. Maatriksite

411 4d12 ... alq bll blg v blr
=] =) c s =] ; c s

A 21 a2 22 | 2B b1 bao b2,
ap]_ apz . e w apq bql qu . e o bqr

korrutiseks nimetatakse (p, r)-maatriksit

11 C12 ... Clr
C C . C
Cp]_ {:pz I Cpr

kus

q
cj == Y aikbig = ainbyj + aizbaj + -+ + aighgj
k=1

iga e N,jaigaje N, korral.

Maatrikiste korrutamise omadused:
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Omadus 1.14. Maatriksite korrutamine on assotsiatiivne, s.t. mistahes

kolme maatriksi X € Mat(p,q), Y € Mat(q, r) ja Z € Mat(r, s) korral
(XY)Z = X(YZ). ¢pSadul RI

Omadus 1.15. Mistahes maatriksi X € Mat(m, n) ning vastavate
ihikmaatriksite E,,, € Mat(m, m) ja E, € Mat(n, n) korral
XE, =X, ExX =X,

Omadus 1.16. Mistahes kolme maatriksi X, Y € Mat(p,q) ja
Z € Mat(q,r) korral

(X +Y)Z =XZ+YZ

Omadus 1.17. Mistahes kolme maatriksi X € Mat(p, q) ja
Y,Z € Mat(q, r) korral

X(Y £27)=XY £ XZ.

Maatrikiste transponeerimise omadused:

Omadus 1.18. Mistahes maatriksite X, Y € Mat(m, n) korral
(X+tY) =XT+vyT.

Omadus 1.19. Mistahes a € R ja mistahes X € Mat korral
(aX)" = axT.

Omadus 1.20. Mistahes X € Mat(p,q) ja Y € Mat(q, r) korral
XY)T =v7TXT,

Algebra Page 4



Permutatsioonid

5. detsember 2007. a.
14:56

Definitsioon 2.1. Hulga A = {x1, x2,...,Xa} (naiteks H = N,)

elementide umberjarjestust, milles hulga H iga element esineb tapselt
uks kord, nimetatakse hulga H permutatsiooniks.

Hulga H = {x1.x2....,x,} koigi permutatsioonide hulga tahiseks on
P(x1, x2, ..., xp). Hulga N, kdigi permutatsioonide hulga tahiseks on
P, voi P(1,2,...,n).

Definitsioon 2.2 Permutatsiooni 123... n nimetatakse hulga I,
loomulikuks permutatsiooniks.

Definitsioon 2.3 Oeldakse, et elemendipaar (a;, ;) moodustab
Inversiooni permutatsioonis

l, G,..., G, .., Q... Oy,

kui selles paaris esimene arv a; on suurem teisest arvust aj, s.t. a; > a;.

Inversioonide arvu tahiseks permutatsioonis g, a2, ..., &, on
[, az, ..., ap).

Definitsioon 2.4, Permutatsiooni nimetatakse paarispermutatsiooniks
(paarituks permutatsiooniks), kui inversioonide arv antud
permutatsioonis on paarisarv (paaritu arv).

Permutatsioonide omadused:

Teoreem 2.1. Hulga N, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

Teoreem 2.2. Kul permutatsioonis omavahel ara vahetada kaks ¢pSa i
elementi, siis permutatsioon muudab paarsust.

Teoreem 2.3, Kui n > 2, siis permutatsioonide hulgas P, on paaris ja

paarituid permutatsioone sama palju, s.t. kumbagi on %n!
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Determinant

5. detsember 2007. a.
15:06

Definitsioon 3.1. Me nimetame n-jarku ruutmaatriksi

X111 X12 ... Xin

X X cee X
X — 21 22 2n

an an . o oW x”n

(n-jarku) determinandiks reaalarvu, mida tahistame

X11 X12 ... Xip
| X |:: X211 X2 ... X2p
Xpl Xp2 ... Xpn
abil ja anname valemiga
| X |:: Z (_l)f{a-lzag....a'n}xlaiXzaz .+ Xnay-

P(1.2,...,n)
Omadus 3.1. Maatriksi ja transponeeritud maatriksi determinandid on
vordsed, s.t. X € Mat(n,n) =| X |=| X7 |.

Omadus 3.2, Maatriksi kahe rea (veeru) dravahetamisel muudab
maatriksi determinant margi.

Jareldus 3.1. Kui maatriksis kaks rida (veergu) on vordsed, siis
maatriksi determinant on null.

Omadus 3.3. Kui maatriksis mingit rida (veergu) korrutada mistahes
arvuga, siis maatriksi determinant korrutub sama arvuga.

Omadus 3.4. Kui maatriksi mingile reale (veerule) liita mistahes arvuga
korrutatud mistahes teine rida (veerg), siis uue maatriksi determinant ¢ p S & (i
on vordne esialgse maatriksi determinandiga.

Omadus 3.5. Kolmnurksete maatriksite Xy, X2, X3 ja X korral

n{n—1)
X3 |:| Xg |: (—1} 2 X1pX2,n—1- - Xnl-

| X1 |=| X2 |= x11x22 . . - X
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Teoreem 5.1. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant vordub
nende maatriksite determinantide korrutisega, s. t.

X,Y € Mat(n,n) = |XY|=|X]|Y]. ¢pSadl

Jareldus 5.1. Kehtivad valemid

XY T =X Y], (XTY|=[X]|Y].
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Laplace'iteoreem

5. detsember 2007.a.
15:31

Olgu meil maatriks

X11 X120 - X1n

X X . X
X — 21 22 2n

X1 Xkg2 o ... Xlen

ja arv selline arvy m € N, et m < n ja m < k (ruutmaatriksi korral, s.t.
kui k = n, m € N,). Fikseerime maatriksis X read iy, ip,..., I, ja
veerud ji1, 2.. .. Jm-

Definitsioon 4.1. Determinanti

Xivp — Xijp o+ Xigm
M,, = Xigji Kijp o+ Xigjm
X-f-mjl Xf-ij e Xfmjm

nimetatakse maatriksi X m-jarku miinoriks.

Olgu meil tegemist ruutmaatriksiga (s.t. k = n) ja olgu m < n.
Tahistame eelnevalt fikseerimata jaanud ridade ja veergude indeksid
kasvavas jarjekorras vastavalt

er+1-fm+21 -:-fn; er+11er+21 -1_J|r.ﬂ'

Definitsioon 4.2. Miinorit

J‘:’-i'.m+1_f‘ﬂl'1+1 X-f.m+ljm+2 X-f.m+ljn

M R Xfm+2jm+1 X-f.m+2jm+2 e Xfm+2jn
nm—m -

anjm+1 Xf-njm+2 e Xf-njn

nimetatakse miinori M,, taiendusmiinoriks.

Definitsioon 4.3. Margiga varustatud taiendusmiinorit
Ap—m = (=1)*M,_p. kus

k= limf1 +imy2+ -+ in+tJms1 +Jmsy2 + .- Jn;

nimetatakse miinori M, algebraliseks taiendiks.
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Teoreem 4.2. (Laplace'i teoreem). Olgu X n-jarku ruutmaatriks,
me N, jai,b...., Im € N, sellised, et i1 < ip < -+ < Iyy. Siis

maatriksi X determinant | X | vordub koigi selliste korrutiste, mille
uheks teguriks on fikseeritud ridadele i1, io, ..., i, toetuv m-jarku miinor
Ja teiseks teguriks tema algebraline taiend, summaga, s.t.

(X =) MnAn_m,

kus summa tuleb votta ule koigi miinorite M,,,, mis toetuvad ridadele
10200y Im.

Analoogiline tulemus kehtib ka veergude 1. k. ..., Iy jaoks.
Definitsioon 4.4. Valemit
(X | = X1 X1 + Xk2Xu2 + - + XunXin

nimetatakse determinandi |X| arendiseks k-nda rea jargi. Selle valemi
kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse determinandi |X|
arendamiseks k-nda rea jargi.

Definitsioon 4.5. Valemit
| X| = X1 X1k + xokXok + -+ + XXk

nimetatakse determinandi | X| arendiseks k-nda veeru jargi. Selle valemi
kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse determinandi |X|
arendamiseks k-nda veeru jargi.
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Definitsioon 6.1. Me nimetame n-jarku maatriksi A poordmaatriksiks
sellist n-jarku maatriksit X, mis rahuldab kahte maatriksvorrandit:

AX = E, XA = E.

Definitsioon 6.2. Me nimetame n-jarku maatriksit Y regulaarseks
(singulaarseks), kui

[Y[#0, (IY]=0).
t 11 NRYFFGNR] &A 2

Omadus 6.1. Kui n-jarku maatriksil A leidub poordmaatriks, siis nii
maatriks A kui ka tema poodrdmaatriks on regulaarsed. ¢ p Saul |

Omadus 6.2. Maatriksi ja tema poordmaatriksi determinandid on
teineteise poordarvud.

Omadus 6.3. Kui ruutmaatriksil on olemas poordmaatriks, siis ainult,
liks. ¢pSadl

Omadus 6.4. Regulaarsete n-jarku maatriksite A ja B korral kehtib
valem

(AB)™! = B1a~ 1.

Omadus 6.5. Maatriksi A~! péérdmaatriksiks on maatriks A, s. t.
(A-1)t = A

Omadus 6.6. Uhikmaatriksi £ pé6rdmaatriks on ta ise, s. t. E~! = E.

Omadus 6.7. Maatriksi transponeerimine ja poordmaatriksi leidmise
operatsioon on kommuteeruvad ehk vahetatavad, s. t.

(A7) = (a "
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Vektorruum

30. november 2007. a.
22:41

Definitsioon 7.1. Mittetuhja hulka V nimetame vektorruumiks ule
reaalarvude R, kui hulgal V' on jargmine ehitus:

| On antud kujutus
+:V x V—V; (x,y) — x+y,

mida nimetame (hulga V) elementide liitmiseks.

Il On antud kujutus
R x V—V; (A, x) — Ax,

mida nimetame (hulga V) elemendi korrutamiseks reaalarvuga
(vasakult) ehk reaalarvu ja (hulga V) elemendi korrutamiseks.

[l Elementide liitmine ja reaalarvuga korrutamine peavad rahuldama
jargmisi aksioome:

1% Elementide liitmine on assotsiatiivne, s. t. iga x,y,z € V korral
kehtib

(x+y)+z=x+(y+2).

2° Hulgas V leidub selline element, mida nimetame nullelemendiks ja
tahistame 0 abil, et iga x € V korral kehtivad seosed

x +0=x, 0+x=x

3% lga elemendi x € V korral leidub hulgas V' selline element, mida
nimetame elemendi x vastandelemendiks ja tahistame —x abil, et

kehtivad seosed

4° Elementide liitmine on kommutatiivne, s.t. iga x,y € V korral

X+y=y+x
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5% lga x € V korral
1x = x.

6° lga A, € R jaiga x € V korral

(Ap)x = A(px).

7% lga Ae Rjaiga x,y € V korral

AX +y) = Ax+ Ay.

8% lga A, € R jaiga x € V korral

(A + p)x = AX + px.
Definitsioon 7.2. Elementide x,y € V vaheks x — y nimetatakse

elementi
x—y:=x+(-y).
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Vektorruumi alamruum. Lineaarkate.

30. november 2007. a.
23:03

Definitsioon 8.1. Utleme, et vektorruumi V tehted on teheteks tema
(mittetiihjal) alamhulgal @, kui

1) iga x,y € Q korral summa x+vy € Q;
2)iga A e Rjaigax e Q korral Ax € Q.

Definitsioon 8.2. Me nimetame vektorruumi V' mittetuhja alamhulka @
tema alamruumiks, kui @ on V tehete — liitmise ja arvuga korrutamise —
suhtes vektorruum (iile reaalarvude hulga R).

Teoreem 8.1. Vektorruumi V mittetuhi alamhulk @ on tema alamruum
siis ja ainult siis, kui vektorruumi V' tehted on alamruumi @ teheteks.

ApeRxye Q= Ax+py € Q.
bNAUGOSRY
1° Vektorruum V on iseenda alamruum.

2° Vektorruumi V nullelemendist koosnev alamhulk {0} on vektorruumi
V alamruum.

3° Olgu a € V. Siis hulk {x = Aa: A € R} on vektorruumi V
alamruum.

Paneme tahele, et vektorruumi V' mistahes alamruum sisaldab endas
vektorruumi V' nullelementi 0. Seega, vektorruumi koigi alamruumide
uhisosa ei ole tuhi. Samuti el ole siis ka tuhi kahe, kolme, nelja jne.
alamruumi uhisosa.

Teoreem 8.2, Vektorruumi V' mistahes kahe alamruumi Q1 ja (»
thisosa @7 M Q> on samuti vektorruumi V' alamruum.

Lineaarkate:

Definitsioon 8.3. Olgu m € N ja a,as,...,an vektorruumi V
elemendid. Hulka

L(ai,az2,...,am) =

={x=¢&ay+&ax+ -+ Emam | £1,82, ..., Em € R}

nimetatakse vektorruumi V' lineaarkatteks moodustajatega
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Teoreem 8.3. Lineaarkate L(aj,a2,....,ay), kus aj,az,...,am € V, on

vektorruumi V' alamruum. ¢ p 830
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[ AYSFI NYS apt G dzddza
1. detsember 2007.a.
13:43

Olgu V vektorruum ja m € IN.

Definitsioon 9.1. Elementide ay,a,,...,am € V komplekti

{a1,a2,....am}, kus on fikseeritud elementide jarjekord, nimetatakse
elementide aj.as.....an poolt moodustatud vektorsusteemiks.

Definitsioon 9.2, Vorrandit kujul

&1a1 +&ar+ -+ Emam = 0,

kus {a1,a2,...,am} on ette antud vektorsiisteem ja &1,&2,...,&m € R
on otsitavad, nimetatakse vektorsiisteemi {aj,as,....ayn} poolt
maaratud vektorvorrandiks.

Komplekt & =0,6&,=0,....6,=0 2y &aStt S SahedNg

Definitsioon 9.3. Vektorsiisteemi {ay, a2,...,am} nimetame lineaarselt
soltuvaks (lineaarselt soltumatuks), kui vektorvorrandil

513] +£232 —|_ e +£mam — 0

on rohkem kui iiks lahend (ainult tks lahend).

Teoreem 9.1. Uheelemendiline vektorsiisteem {a} on lineaarselt soltuv
siis ja ainult siis, kui a on nullelement, s. t. kuia=0. ¢ pSa il R
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